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摘 要： 针对传统不确定集约束稳健波束形成算法（ＳＷＣＲＢ）的性能依赖于模约束参数的问题，提出了双不确
定集约束的稳健宽带波束形成（ＤＷＣＲＢ）算法．该算法将期望信号导向矢量约束于两个不同参数的球形不确定集中，
解决模约束参数选择不当引起ＳＩＮＲ性能下降的问题，推导了 ＤＷＣＲＢ算法与 ＳＷＣＲＢ算法获得不同 ＳＩＮＲ的必要条
件，并讨论了ＤＷＣＲＢ算法中约束参数的选择问题．最后给出的数值仿真结果验证了该算法的有效性．
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１ 引言

在理想情况下，自适应波束形成具有良好的性能，

但若信号导向矢量存在误差，算法性能会急剧下降．为
了克服导向矢量误差对波束性能的影响，对角加载是最

常用的方法，但是如何选择对角加载因子仍是一个公开

的难题［１］．近年来基于导向矢量不确定集约束的稳健算
法相继提出［２，３］．Ｙｕ等人提出了基于子空间投影法，在
无任何先验知识情况下，能获得良好的稳健性能［４］．刘
聪峰等人提出了一种改进的不确定集约束稳健波束形

成算法［５］，该类算法仅适合于较大信干比情况，在强干

扰条件下，算法性能将下降．Ｎａｉ等人提出迭代稳健
Ｃａｐｏｎ波束形成算法［６］，该算法通过迭代求解最优权矢
量，提高了阵列输出ＳＩＮＲ性能．

上述文献主要是针对窄带情况，对于宽带情况，ＥＩ
Ｋｅｙｉ等人提出基于最坏情况性能最优的宽带稳健算
法［７］，算法模型可转化为凸二阶锥规划问题求解权向

量［８］．ＺｈａｏＹｏｎｇ等人提出了基于空间响应偏差约束的
宽带稳健算法［９］，该算法在改善宽带波束的频率不变特

性的同时，提高了阵列输出 ＳＩＮＲ性能．上述讨论算法性
能依赖于导向矢量误差的先验知识，然而，在实际应用

中导向矢量误差的大小并非精确已知，这将在一定程度

上影响算法性能．
针对以上分析的问题，本文研究双不确定集约束的

稳健宽带自适应波束形成问题，解决传统不确定集约束

稳健算法性能对模约束参数的依赖，并讨论双不确定集

约束参数选取问题，分析了算法的性能．最后通过仿真
实验，验证了算法的有效性．
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２ 单不确定集约束稳健算法的局限性

假设期望信号导向矢量误差为 ｅ＝ａ０－珔ａ０，ａ０、珔ａ０
分别为真实导向矢量和假定的导向矢量，误差 ｅ满足
‖ｅ‖ε１，实际期望信号导向矢量属于如下球形不确
定集合

Ｂ１ ａ０ ‖ａ０－珔ａ０‖ε{ }１ （１）
其中ε１为不确定集约束参数．最坏情况性能优化

的稳健算法可描述为如下约束优化问题

ｍｉｎ
ｗ
ｗＨＲｘｗｓ．ｔ ｗ

Ｈａ０ １，ａ０∈Ｂ１ （２）

球形不确定集约束稳健算法的性能取决于模约束

参数ε１的正确选择，ε１选择过大或过小，都将引起阵

列输出的 ＳＩＮＲ性能下降．

３ 双不确定集约束的宽带ＷＣＲＢ算法

３１ 多个不确定集的稳健算法模型

为了解决上述的问题，考虑多个不确定集约束解

决传统稳健算法的模约束参数难以选择的问题．这里
以双不确定集为例来分析该算法的有效性．

若期望信号实际方向向量约束于如下双不确定集

中，即满足

ｗＨａ０ ｃ０，ａ０∈Ｂ０
ｗＨａ０ ｃ１，ａ０∈Ｂ

{
１

（３）

其中，Ｂ０｛ａ０｜‖ａ０－珔ａ０‖ε０｝，０＜ｃ１＜ｃ０，０＜ε０＜
ε１，Ｂ０Ｂ１．因此，一方面，若实际期望信号导向矢量属
于ａ０∈ΔＢ｛ａ０｜ａ０∈Ｂ１，ａ０Ｂ０｝，相比单个不确定
集Ｂ０约束，此时期望信号将不会被当成干扰信号加以
抑制；另一方面，若干扰信号的导向矢量落入集合ΔＢ，
同时期望信号的实际导向矢量落入集合 Ｂ０中，相比单
个Ｂ１约束，此时期望信号获得的增益将大于干扰信号
的获得增益，阵列输出信干比 ＳＩＲ将增大．

综上所述，双不确定集约束提高阵列输出的 ＳＩＮＲ
性能，能有效解决由于模约束参数选择不当导致阵列

输出 ＳＩＮＲ性能下降的问题．
考虑一般情况，Ｎ个球形不确定集约束问题，即期

望信号导向矢量同时满足 Ｎ个不确定集约束
ｗＨａ０ ｃｎ ａ∈Ｂｎ，ｎ＝０，１，…，Ｎ－１ （４）

式中，Ｂｎ ａ｜‖ａ０－ａ０‖ε{ }ｎ ，０＜ｃＮ－１＜… ＜ｃ０，０
ε１＜…＜εＮ－１＜‖珔ａ０‖，ＢｎＢｎ＋１，则 Ｎ个不同球形
不确定集稳健算法可描述为如下约束优化问题

ｍｉｎ
ｗ
ｗＨＲｘｗｓ．ｔ．ｗ

Ｈａ０ ｃｎ，ａ０∈Ｂｎ （５）

命题１ 若权向量 ｗＮ－１（ε０，…，εＮ－１；ｃ０，…，ｃＮ－１）
是式（５）的解，则权向量珟ｗＮ－１（ε０，…，εＮ－１；ηｃ０，…，

ηｃＮ－１）与 ｗＮ－１关系满足如下等式，其中η＞０
珟ｗＮ－１＝η珟ｗＮ－１ （６）

证明略．
由命题１可知，权向量珟ｗＮ－１和珟ｗＮ－１对应的波束形

成器具有相同的阵列输出ＳＩＮＲ．
命题２ 若权向量珟ｗＮ－１是式（５）的解，则式（５）的不

等式约束可以等价转化为

ｗＨＮ－１珔ａ０－εｎ‖ｗＮ－１‖＝ｃｎ， ｎ＝０，１，…Ｎ－１（７）
证明：假定 ｗＨＮ－１珔ａ０－εｎ‖ｗＮ－１‖＝αｎ，αｎ＞０，且

αｎ≠ｃｎ．不失一般性，假定αｎ＞ｃｎ．定义γ＝ｍａｘ
ｎ
｛ｃｎ／αｎ｝

＜１，珚ｗＮ－１＝γｗＮ－１，则
珟ｗＨＮ－１珔ａ０－εｎ‖珟ｗＮ－１‖＝γαｎｃｎ （８）

因此珟ｗＮ－１也是式（５）的解，则
珟ｗＨＮ－１Ｒｘ珟ｗＮ－１＝γ２ｗＨＮ－１ＲｘｗＮ－１＜ｗＨＮ－１ＲｘｗＮ－１ （９）

可知，式（９）与式（５）的解 ｗＮ－１相矛盾．
当αｎ＜ｃｎ时，同理可得该结论，因此可知，命题 ２

得证．
由命题２可知，式（５）可等价转化为
ｍｉｎ
ｗ
ｗＨＲｘｗｓ．ｔ．ｗ

Ｈ珔ａ０－ｃｎ ２＝ε２ｎｗＨｗ （１０）

该优化问题可以利用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法求解，并运用矩阵
求逆引理公式，可得最优权向量的表达式为

ｗ＝μ Ｒｘ
Ｎ＝１

ｎ＝０
λｎε

２
ｎ( )Ｉ －１珔ａ０ （１１）

式中λｎ＞０为Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，μ为归一化因子，
从式（１１）可知，基于 Ｎ个球形不确定集约束的稳

健波束形成方法仍然可以归结为对角加载方法，加载

量与 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子λｎ、约束参数εｎ有关．
３２ 不确定集约束参数选择

为简化分析，这里以双不确定集约束稳健波束形

成算法为例，分析其性能以及与传统不确定集约束稳

健算法的关系．
命题３ 假定传统单不确定集约束的 ＷＣＲＢ算法

的权向量为 ｗ１（ε１；ｃ１），双不确定集约束的 ＷＣＲＢ算法
的权向量为 ｗ２（ε０，ε１；ｃ０，ｃ１）．若 ｗ１满足如下不等式

ｗ１（ε１；ｃ１

 

）
ｃ０－ｃ１
（ε１－ε０）

（１２）

则 ＳＩＮＲ（ｗ１）＝ＳＩＮＲ（ｗ２）．
证明：若 ｗ１为单不确定集ＷＣＲＢ算法的解

ｗＨ１珔ａ０－ε１ ｗ

 

１ ＝ｃ１ （１３）
将式（１３）代入到不等式（１２）可得

ｗＨ１珔ａ０－ε０ ｗ

 

１ ｃ０ （１４）
联立式（１３）、（１４）可得

ｗＨ１珔ａ０－ε１ ｗ

 

１ ＝ｃ１
ｗＨ１珔ａ０－ε０ ｗ

 

１ ｃ{
０

（１５）

由式（１５）可知，此时，ｗ１（ε１；ｃ１）也是双不确定集约束
ＷＣＲＢ优化问题的解，因此两者具有相同的阵列输出
ＳＩＮＲ，命题得证．
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式（１２）给出了传统单不确定集约束的 ＷＣＲＢ算法
和双不确定集约束ＷＣＲＢ算法的阵列输出相同ＳＩＮＲ的
充分条件；反之，两类波束形成器阵列输出不同 ＳＩＮＲ
的必要条件为

ｗ１（ε１；ｃ１

 

） ＜
ｃ０－ｃ１
（ε１－ε０）

（１６）

命题４ 若 ｃ１充分小，则 ｗ１（ε１；ｃ１

 

） ＜
ｃ０－ｃ１
（ε１－ε０）

恒成立．
证明：假定 ｃ′１＝βｃ１（β＞０），由命题１可得

ｗ１（ε１；ｃ′１

 

） ＝β ｗ１（ε１；ｃ１

 

） （１７）
则可得

ｌｉｍ
β→０

ｗ１（ε１；ｃ′１

 

） ＝ｌｉｍ
β→０
β ｗ１（ε１；ｃ１

 

）

ｌｉｍ
β→０

ｃ０－ｃ′１
（ε１－ε０）

＝ｌｉｍ
β→０

ｃ０－βｃ１
（ε１－ε０）

＝
ｃ０

（ε１－ε０）
{ ＞０

（１８）

由式（１８）可知，当 ｃ１充分小时，式（１６）的不等式关系恒
成立．

虽然命题４给出了传统 ＷＣＲＢ算法和双不确定集
约束是ＷＣＲＢ算法具有不同 ＳＩＮＲ性能的必要条件，但
无法定量给出参数的范围．下面分析约束参数 ｃ１的具
体取值范围．

考虑到 ｗ１（ε１；ｃ１）是权向量解，因此 ｗ１（ε１；ｃ１）一
定落入所有可行解的范数下确界中，即可以通过如下

优化问题求解权向量的下确界

ｍｉｎ
ｗ

 

ｗ ｓ．ｔ．ｗＨ珔ａ０－ε１

 

ｗ ＝ｃ１ （１９）

假定期望信号导向矢量珔ａ０存在 Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ变换
矩阵 Ｈ珔ａ０，使得 Ｈ珔ａ０珔ａ０＝珔ａ

 

０ ｅ１，其中 ＨＨ珔ａ０Ｈ珔ａ０＝Ｉ，ｅ１＝
［１，０…，０］Ｔ．

考虑 到 Ｈ珔ａ０具 有 酉 不 变 特 性，则 ｗＨ珔ａ０ ＝

ｗＨＨＨ珔ａ０Ｈ珔ａ０珔ａ０＝珔ａ

 

０ ｅＨ１Ｈ珔ａ０ｗ＝珔ａ

 

０

)

ｗ１，其中

)

ｗ１是向量

)

ｗ１＝Ｈ珔ａ０ｗ的第一个数值，则式（１９）可转化为

ｍｉｎ
ｗ
ｗ

 

１ ｓ．ｔ．ε１

 

ｗ ＝珔ａ

 

０

)

ｗ１－ｃ１ （２０）

由于

)

ｗ

 

１ 

)

ｗ１，ε１ ｗ１（ε１；ｃ１

 

） ｗＨ１（ε１；ｃ１）珔ａ

 

０ ，因

此可得

ｗＨ１（ε１；ｃ１）珔ａ

 

０ 
ε１ｃ１

‖珔ａ０‖－ε１
（２１）

联立式（１６）、（２１）可知，若 ｃ１满足如下关系

０＜ｃ１＜
‖珔ａ０‖－ε１
‖珔ａ０‖－ε０

ｃ０ （２２）

则传统的 ＷＣＲＢ的权向量 ｗ１（ε１；ｃ１）与双不确定集约
束ＷＣＲＢ的权向量 ｗ２（ε０，ε１；ｃ０，ｃ１）对应不同阵列输出
ＳＩＮＲ．

上述讨论的是窄带双不确定集约束 ＷＣＲＢ稳健算

法，对于宽带信号，可以借鉴空间响应偏差约束思

想［９］，将宽频段内不确定集约束问题简化为某个参考

频率的不确定集约束问题．
因此基于空间响应偏差约束的双不确定集约束宽

带稳健波束形成算法可描述为

ｍｉｎ
ｗ
ｗＨ（Ｒｘ＋βＱ）{ }ｗ

ｓ．ｔ．ｗＨ珔ａｒε１
 

ｗ ＋ｃ１ｗＨ珔ａｒε０ ｗ

 

１ ＋ｃ
{

０

（２３）

式中β为平衡参数、珔ａｒ＝珔ａ（ｆｒ，θ）．

Ｑ＝∫
Ω
∫
Θ

ａ（ｆ，θ）－ａ（ｆｒ，θ[ ]） ａ（ｆ，θ）－ａ（ｆｒ，θ[ ]）{ }Ｈ ｄｆｄθ

式（２３）约束优化问题可转化为 ＳＯＣＰ问题，利用
ＳｅＤｕＭｉ或 ＣＶＸ工具箱可以高效求解权向量［１０］．

４ 仿真结果

实验１ 窄带情况算法性能

假设１０元均匀线阵，阵元间距为半波长，空间存在
１个目标信号和２个不相关的干扰信号，目标信号的方
位角为 ３°，假定期望方向为０°，即存在 ３°的指向误差，
干扰信号的方位角为 －３０°和 ５０°，干扰信号功率均为
３０ｄＢ．通道噪声为不相关高斯白噪声．所有实验结果均
有１００次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ实验平均得到．

为方便起见，记传统的单不确定集约束 ＷＣＲＢ为
ＳＷＣＲＢ，而双不确定集约束 ＷＣＲＢ为 ＤＷＣＲＢ，其中 Ｓ
ＷＣＲＢ和ＤＷＣＲＢ的参数分别设置为 ｃ＝１、ｃ０＝１，ａ０＝
１ｃ１＝０．０１，ａ１＝３．

图１给出了 ＳＮＲ＝１０ｄＢ时，ＳＷＣＲＢ输出 ＳＩＮＲ随
约束参数ε的变化曲线．图 ２为不同约束参数时算法
ＳＩＮＲ随输入ＳＮＲ的变化曲线．

由图 １可知，当 １６ε２６时，ＳＷＣＲＢ的输出
ＳＩＮＲ性能相对较好，其中ε＝０时，性能最优；当ε取值
较小或者较大时，则ＳＷＣＲＢ的ＳＩＮＲ性能急剧下降，尤
其是在ε取值较小时，ＳＩＮＲ下降幅度更明显．

由图 ２可知，当ε＝２时 ＳＷＣＲＢ与 ＤＷＣＲＢ的
ＳＩＮＲ性能曲线几乎重合；当ε＝３时，ＳＷＣＲＢ只有在
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ＳＮＲ０ｄＢ时，其ＳＩＮＲ性能略优于ＤＷＣＲＢ，但当ＳＮＲ＞
０ｄＢ，ＤＷＣＲＢ的ＳＩＮＲ性能要明显优于ＳＷＣＲＢ；当ε＝１
时ＳＷＣＲＢ只有在 ＳＮＲ－１０ｄＢ时 ＳＩＮＲ性能较好，在
高ＳＮＲ时，ＳＷＣＲＢ的ＳＩＮＲ性能急剧恶化．

实验２ 宽带情况算法性能

仿真参数设置如下：空间存在１个宽带目标信号和
２个宽带干扰信号，具有相同的带宽与中心频率，归一
化工作频带Ω＝［０．８π，π］，ＦＩＲ滤波器阶数 Ｊ＝２０，阵元
间距为信号最高频率对应的半波长，频率不变方位约

束区域为Θ＝［－１０°，１０°］，β＝１０．ＳＷＣＲＢ的参数设置
为 ｃ＝１，ＤＷＣＲＢ的参数设置为 ｃ０＝１，ａ０＝２，ｃ１＝
０．０１，ａ１＝６，其它仿真参数与实验１相同．

图３给出了 ＳＮＲ＝１０ｄＢ时，ＳＷＣＲＢ输出 ＳＩＮＲ随
约束参数ε的变化曲线．图 ４为不同约束参数时 Ｓ
ＷＣＲＢ和ＤＷＣＲＢ随输入ＳＮＲ的变化曲线．

由图３可知，与窄带 ＳＷＣＲＢ的 ＳＩＮＲ性能相类似，
当３ε５时，宽带ＳＷＣＲＢ的输出 ＳＩＮＲ相对较好，其
中ε＝４时 ＳＩＮＲ性能最优；当ε取值较小或者较大时，
则宽带 ＳＷＣＲＢ的 ＳＩＮＲ性能急剧下降，尤其在ε较小
时，其ＳＩＮＲ下降幅度较大．

由图４可知，当ε＝４，低ＳＮＲ时ＳＷＣＲＢ的ＳＩＮＲ性
能略优于 ＤＷＣＲＢ，但在高 ＳＮＲ时 ＤＷＣＲＢ的 ＳＩＮＲ性
能更优；当ε＝２或ε＝６时，ＤＷＣＲＢ的 ＳＩＮＲ性能要优
于 ＳＷＣＲＢ，其中ε＝２时 ＳＷＣＲＢ的 ＳＩＮＲ性能随着
ＳＮＲ的增加急剧下降，当ε＝６时，只有在 ＳＮＲ
－１０ｄＢ，ＳＷＣＲＢ的ＳＩＮＲ才接近ＤＷＣＲＢ的ＳＩＮＲ性能．
综上所述，可得如下结论：

（１）导向矢量误差的模约束参数ε决定着波束形
成器稳健性的优劣，当ε选择不当将导致算法 ＳＩＮＲ性
能的下降．

（２）ＤＷＣＲＢ算法在一定程度上解决了模约束参数
选择不当导致 ＳＩＮＲ性能下降的问题，其中窄带 Ｄ
ＷＣＲＢ与最优约束参数时 ＳＷＣＲＢ的 ＳＩＮＲ性能相当，
而宽带ＤＷＣＲＢ算法，在高 ＳＮＲ时其 ＳＩＮＲ性能略优于

最优约束参数时宽带 ＳＷＣＲＢ．

５ 结束语

本文提出了双不确定集约束稳健宽带波束形成算

法，推导了双不确定集约束 ＤＷＣＲＢ算法与传统单不
确定集约束 ＳＷＣＲＢ算法两者获得不同 ＳＩＮＲ的必要条
件，并详细讨论了 ＤＷＣＲＢ算法的参数选择问题．最后
利用ＳＯＣＰ对双不确定集约束 ＤＷＣＲＢ算法的优化问
题进行求解．仿真实验结果表明：ＤＷＣＲＢ算法解决了
ＳＷＣＲＢ算法中模约束参数选择不当引起 ＳＩＮＲ性能下
降的问题，不仅简化模约束参数的选择，还提高了 ＳＩＮＲ
性能．
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